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整數概念
第1章  數學結構

第1節  數系

數系（number system）通常是指包括自然數（正整數）、整數、有理數、實數和複數的系統。這些數之間的關係如下表： 
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   數的觀念具有悠久的歷史，特別是自然數觀念，其產生當在史前時期，詳情

   已難於追索。但對數系建立嚴謹的理論基礎，卻在19世紀下半葉才完成。

第2節  自然數
   建立自然數概念通常有基數與序數兩種方法。 

   基於基數的自然數概念可溯源於原始人類用匹配方法計數。古希臘人用小石卵記畜群的頭數或部落的人數 。事實上，英文calculate（計算）一詞是從希臘文calculus（石卵）演變來的。中國古藉《易．系辭》中說：「上古結繩而治，後世聖人易之以書契。」這些都是匹配計數法的反映。但直至1889年，皮亞諾才建立自然數序數理論。

      要給出自然數的嚴謹定義並非易事。皮亞諾公設提出自然數要適合五點：

      ˙ 有一起始自然數 0。 

      ˙ 任一自然數 a 必有後繼（successor），記作 a +1。 

      ˙ 0 並非任何自然數的後繼。 

      ˙ 不同的自然數有不同的後繼。 

      ˙（數學歸納公設）有一與自然數有關的命題。設此命題對 0 成立，而

         當對任一自然數成立時，則對其後繼亦成立，則此命題對所有自然數皆         

          成立

※ 自然數通常有兩個作用：可以被用來計數（如「有3個蘋果」），也可用於排序（如「這是國內第3大城市」）。
第3節   整數
   在整數系中，自然數為正整數，稱0為零，稱-1，-2，-3，…，-n，… 為負整數。正整數，零與負整數構成整數系。 

   正整數是從古代以來人類計數（counting）的工具。可以說，從「一頭牛，兩頭牛」或是「五個人，六個人」抽象化成正整數的過程是相當自然的。事實上，我們有時候把正整數叫做自然數（the natural numbers）。

　　零不僅表示「無」，更是表示空位的符號。中國古代用算籌計算數並進行運算時，空位不放算籌，雖無空 位記號，但仍能為位值記數與四則運算創造良好的條件。印度－阿拉伯命數法中的零（zero）來自印度的（sunya ）字，其原意也是「空」或「空白」。 

　　中國最早引進了負數。《九章算術．方程》中論述的「正負數」，就是整數的加減法。減法的需要也促進 了負整數的引入。減法運算可看作求解方程a+x=b，如果a，b是自然數，則所給方程未必有自然數解。為了使它恆有解，就有必要把自然數系擴大為整數系。

第4節  零

    0是什麼？據說，「0」這個記號發源於印度。古印度人由地球眺望夜空的星星時，彷彿看到點點或小圈圈，就用「．」或「0」來表示，視為「修涅」(即「無」的意思)。而「0」這個記號有兩種存在意義，其一是用來表示「無」的狀態，即所謂的「一元復始」。另一種便於表示「位數」，例如二百三十可寫成230。


以十進位或二進位表示數字時，有些人會以空一格表示0的位置；但如此一來有時不易分辨空下來的數目是多少（例如：23是指230還是23？）。而且如果第一位是0的話，就不知道要不要空格了。雖然即使沒有0還是可以表示數字，例如在中國以個、十、百、千、萬、億表示位數，但是這種表現方法卻會受限，且導致混淆，這時的0就更不可缺的。
第5節  負數的作用

    對於數的計算，三個蘋果加五個蘋果等於八個蘋果，人們很自然地使用加法；當五個蘋果減掉三個蘋果剩下二個蘋果沒有問題，可是三個卻無法減掉五個，因為沒有人會說「-2」個蘋果。但負數在數學的世界中仍佔有一席之地，為什麼呢？我們可以從結論反推出答案：「對於自然科學的現象或人類活動的狀況，有了負數才能妥善因應和記錄」；也就是「對應負數的現象是自然存在的」。
例如:以溫度計來說，以攝氏零度為界，零度以上的數我們稱為「正整數」，零度以下的數我們稱為「負整數」，冰箱的溫度為攝氏3度，可記為+3，溫度若為零下3度，則記為-3;又例如說:以水平面為界，水平面之上為正數，水平面之下為負數，那往水底潛十公尺，則可記為-10公尺。
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                                                          水平面 0
     -

第2章  認知結構 

第1節  兒童數數能力的原則

第1項  線性順序現象

․幼兒會唱數是人類神經系統的自然表現。
․標準數詞語音序列可以看成一串聲音的念珠，但沒有最後的聲音，從1~20幼兒不知有任何組織，但從1~100則須特別辨認29、30、39、40、99、100。

第2項  一對一對應與標準計數活動

․利用標準數詞語言序列，以一對一對應的方式，建立標準計數活動，數到最後一個聲音。

․幼兒需要觀察他人如何使用標準數詞序列進行數數活動，如何使用最後的數詞來表達（「說」）個體的數量。學童首先可以立即模仿相同的活動，累積相當的模仿經驗後，才能逐漸地在沒有示範的情況下，獨立進行數數活動，解決數量的問題。

第3項  分解合成的解題活動

․合成是集合的聯合。空間界限的取消稱為「併加」，時間界限的取消稱為「添加」。

․分解是集合的分離，稱為「拿走」，此類的（文字）情境題稱為「拿走型問題」

․兒童用具體演出方式，解決集合的分解，合成，結果量未知的問題。其最初的解題方式叫「從頭數」。

第4項  認識零到負的意義

․「分與合」引入0的初步概念，在「拿走型」的問題情境中介紹「0」代表「沒有」的意義，認識「0」的說、讀、聽、寫，使「0」成為一個表達特殊數量的溝通工具。

第2節  兒童數數能力的階段

第1項  知覺計算單位階段：
    只會知覺計算原則的學童，需要看到或感覺到物體才會計算。例如，這個階段的學童當被問及計算長桌布簾下的四個隱藏長桌時，她會說：「我沒有看見那四個﹗」。
第2項  比喻計算單位階段：
    學童能計算看的見的事物，也能數著想像的對象。他們能夠想像長桌比他們所見的要來得多（可能會回答共有18個），但是他們並沒有一些想法或策略來幫助他們把那些想像成一個特別的族群。

第3項  動力計算單位階段：

    他們會使用一套手指的模式來計算隱藏的四個長桌。例如，這個階段的學童當被問及計算長桌布簾下的四個隱藏長桌時，她會想像並用手指算出隱藏的四個長桌。

第4項  抽象計算單位階段：

    此階段的學童可說已具有數字的觀念，他能把8個長桌當作是一個集合的數。

    待學童已有數數能力之後，讀數字與寫數字的練習更應配合著數數活動同時進行反覆的練習與模仿，來強化這些數字符號的意義，進而可以獨立使用符號來紀錄數數活動的結果。
第3章  教學策略
第1節  數數

   大部分的小朋友在學齡前就已經會唱數，不管他們會從1開始依順序數到100或是兩個一數2、4、6、8…..以及5個一數5、10、15、20…..也好，這階段的孩子只是記憶力好會背誦，並不表示孩子已具有數的概念。在教孩子數數之前，必須確立孩子能由1開始正確唱數到10，且具有一對一對應能力，然後才透過點數實物1至10的活動，建立數的概念。 

   讓小朋友具體操作實物點數，可以用水果或糖果等實物


數 量 ○ ○○ ○○○ ○○○○ ○○○○○ ○○○○○○ 
數 字 1  2  3    4    5     6
數 詞 i  er  san   shi   wu     liou（數詞即讀音）

數數活動五步驟：說、讀、聽、寫、做
練習步驟：正確說出數量、讀數字沒問題後，進到聽寫活動時，聽到數詞找數字；聽到數詞寫數字。做數部分：1、給定一數量點數 2、給數字拿實物 

    小朋友數數常見錯誤：
1、跳數：不熟悉數字的順序
2、重複數和漏數：一對一對應對不對，即一對一對觀念沒確立好，發生這種錯誤時小朋友也不會比大小。
3、不知最後聲音代表數量：如小朋友點數5個糖果，由1數到5都沒錯，但不知道5是代表全部數量的意思。 

   建立又一、又十、又百的觀念：讓小朋友從經驗中察覺規則，瞭解後內化。
又一：例如10的下一個是11，51的下一個是52
又十：例如23再數10聲是33，練習21數到50經驗又十
又百：例如100再數100聲是200 

   多給孩子表現的機會，循循善誘培養獨立思考和解決問題的能力，也別忘了多給孩子鼓勵和讚美，大人若能保持和藹的態度，孩子才能在無壓力下快樂成長，學習效果才會良好。

第4章  綱要結構
一年級關於整數部分

	階段能力指標
	對照指標
	活動

	N-1-01 能說、讀、聽、寫一萬以內的數，比較其大小，並作位值單位的換算。
	1-n-01 能認識100以內的數及「個位」、「十位」的位名，並進行位值單位的換算。
	● 非負整數的認識是兒童最早接觸的數學教材，教學時宜讓兒童能初步掌握整數數詞序列的規律，並能以具體的量、聲音、圖像、數字，進行說、讀、聽、寫、做的活動，表徵100以內的數。
● 數數活動較熟練後，可配合其他課程，做各式各樣的活動。例如分類數數。
●位值單位的換算，宜先引導學童用教具做十個一堆的數數活動。其中錢幣由於日常生活常用，更是適合位值換算的教學（參見1-n-02）。例如：先理解16個「一」元，可以換成1個「十」元與6個「一」元；再將8個「十」元與16個「一」元，換成9個「十」元與6個「一」元，記成「96」。（在活動中進行，不宜過度評量）。

	N-1-01能說、讀、聽、寫一萬以內的數，比較其大小，並作位值單位的換算。

N-1-02能理解加法、減法的意義，解決生活中的問題。）
	1-n-02 能認識1元、5元、10元、50元等錢幣幣值，並做1元與10元錢幣的換算。
	● 錢幣的使用，是學童學習加減法最自然的生活情境，應多運用。例如作簡單的買賣活動，可以提高學童學習數數與位值換算的興趣。
●一年級進行錢幣的使用教學時，可給定一物品的金額讓學童付錢，例如：怎麼付錢可以剛好買一個18元的三明治？可以讓學童嘗試不同的組合方式，以與1-n-04互相加強。最重要的10元與1元的互換要先做。並在所有錢幣與1元的互換基礎上，慢慢理解10元相當於兩個5元硬幣，50元相當於五個10元等事實。

	N-1-01能說、讀、聽、寫一萬以內的數，比較其大小，並作位值單位的換算。
	1-n-03 能運用數表達多少、大小、順序。
	●數的比較含有數量和序數兩種情形，因為概念比較抽象，可藉由「量」的情境下進行，例：5枝鉛筆比4枝鉛筆多、小明排隊排在第3個位子。
●教學溝通上要注意序數（第幾個）是有方向性的，必須先講清楚從哪裡開始數；另外也要注意「8前面是什麼數？」這類問題，本身有語意溝通的歧義。
● 在此後的數與量教學中，都要進行比較大小的活動。


二年級關於整數的部分

	階段能力指標
	對照指標
	活動

	N-1-01 能說、讀、聽、寫一萬以內的數，比較其大小，並作位值單位的換算。
	2-n-01 能認識1000以內的數及「百位」的位名，並作位值單位換算。
	● 新增位值單位為「百位」，並認識100、10和1彼此之間的關係。
● 學生可以使用已習得的整數的讀音和記法來類推新數量，不過教師在引進新數、建立數詞序列時，需注意學生對於不可類推的數字，例如：99→100→101，109→110→111…等的相關學習活動。
● 此時位值單位的換算可讓學童進行如4個「百」16個「十」可以換成5個「百」6個「十」，也就是560個「一」，記成「560」。
● 學童在二年級宜逐漸脫離以數數來認識所有數的習慣，應能彈性結合位值與局部數數，作為計算上的一種策略，例如用數數計算「199＋3」或「301-3」等。

	N-1-01 能說、讀、聽、寫一萬以內的數，比較其大小，並作位值單位的換算。

N-1-02 能理解加法、減法的意義，解決生活中的問題。
	2-n-02 能認識錢幣的幣值有100元、500元等，並作10元與100元錢幣的換算。
	● 先認識錢幣(1元、5元、10 元、50元、100元、500元)與1元的互換基礎，慢慢理解10元相當於兩個5元硬幣，50元相當於五個10元等事實，進行錢幣之間的換算，並讓學童嘗試不同的組合方式。


三年級關於整數部分

	階段能力指標
	對照指標
	活動

	N-1-01 能說、讀、聽、寫一萬以內的數，比較其大小，並作位值單位的換算。
	3-n-01 能認識10000以內的數及「千位」的位名，並進行位值單位換算。
	● 新增位值單位為「千位」，並認識1000、100、10和1彼此之間的關係，例如知道「千」是10個「百」。
● 例：位值單位的換算可讓學童進行如知道15個「百」是1個「千」5個「百」。
●應認識1000元的錢幣，並進行錢幣換算之活動（參見2-n-02）。


四年級關於整數部分

	階段能力指標
	對照指標
	活動

	N-2-01 能透過位值概念，延伸整數的認識到大數，並作位值單位的換算。
	4-n-01 能透過位值概念，延伸整數的認識到大數（含「億」、「兆」之位名），並作位值單位的換算。
	● 參見1-n-01，2-n-01，3-n-01。
● 認識由「個、十、百、千」及「萬、億、兆」所組成的位名，及其形成的計數系統。
●進行兩階或跨階單位的換算。例：知道「千」是「百」的十倍，「十」是「千」的百分之一。
●例：學童知道503000000讀作五億零三百萬，以及能將三百二十萬三千寫作3203000。
●例：也可練習8萬6千＋9萬7千、3萬4千－9千、2億3000萬＋4億5000萬的問題。 
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3. 整數的加減法

http://www.hhes.tpc.edu.tw/~liu/math/add-subtract/

4. 生活中的負數

http://www.hhes.tpc.edu.tw/~liu/math/negative/index.htm

5. 數數

http://www.epochtimes.com/b5/3/12/3/n422788.htm
6. 九年一貫課程與教學網
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